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� èçâåñòíîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà

lim
n→∞

Pn(cos
φ

n
) = J0(φ),

ñëåäóþùåå èç çàêîíà àðêñèíóñà,

� òîæäåñòâî Íåéìàíà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

In(x + y) =
∑
k

Ik(x) · In−k(y),

ÿâëÿþùååñÿ ïåðåôðàçèðîâêîé óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà è

äð.
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Îñíîâíûå çàäà÷è

Îáíàðóæåííàÿ â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ó.

Ôåëëåðîì è Å.Á. Äûíêèíûì ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ïîëóãðóïï è

ìàðêîâñêèìè ïåðåõîäíûìè ôóíêöèÿìè ïîëîæèëà íà÷àëî

ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷

âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè.

Ê ýòèì çàäà÷àì ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èõ
îáîáùåíèé.
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Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Ïóñòü Zm ⊂ Rm öåëî÷èñëåííàÿ ñåòü.
Çàäàäèì íà ñåòè Zn+k ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ðåãóëèðóåìîå
îäíîðîäíîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé

∀x, y ∈ Rn+k P{x, y} = P{0, y − x} =

{
pj , y − x = ej
0, y − x ̸= ej

,

n+k∑
1

pj = 1.

Ïóñòü A = (aij)k×(n+k) � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà.

Ïîëîæèì x ≡ y(modA) åñëè ∃m ∈ Zk : x− y = mA
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Ðàíäîìèçàöèÿ

Ïóñòü ñêà÷êè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ðåãóëèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèì
ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðîì λ:

P{nt = s} = exp(−λ · t) · (λ · t)s

s!
.

Ωk
n(A) = Rn+k/A � ôàêòîð ãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû Rn+k :

Ωk
n(A) = {HA

x = {y ∈ Rn+k : x− y = mA}}.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñî çíà÷åíèÿìè â Ωk
n ,

ïîðîæäåííûé ðàíäîìèçîâàííûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì â Rn+k .
Åñëè P{ξ(t) ∈ HA

x } � âåðîÿòíîñòü çà âðåìÿ t ïîïàñòü èç íà÷àëà
êîîðäèíàò (êëàññà HA

0 ) â êëàññ HA
x , òî

P{ξ(t) ∈ HA
x } = exp(−λt)Gx(tpλ)

Âåðîÿòíîñòü è ñïåöôóíêöèè Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå



Ââåäåíèå

Ôóíêöèè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ

Ëèòåðàòóðà

Thanks

Ðàíäîìèçîâàííîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Ôóíêöèè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ

Ïðèìåð. Áåññåëåâû ôóíêöèè. Ôóíêöèè Ëþñòåðíèêà

Gx(z) =
∑
m

zx1+m
1 zx2+m

2 · · · zxn+1+m
n+1

(x1 +m)!(x2 +m)! · · · (xn+1 +m)!

A = (1 , 1 , . . . , 1), x = (x1 , x2 , . . . , xn+1 ) = (x1+m, x2+m, . . . , xn+1+m).
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Ôóíêöèè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ

Ôóíêöèÿìè ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ íàçûâàåì ôóíêöèè

Gx(z) =
∑
m∈Zk

zx+mA

Γ(x+mA+ I )
.

Çäåñü

x, z ∈ Rn+k , zx =
∏

zj
xj , Γ(x+ I ) =

∏
(xj + 1)!

Ïðèìåðû.

1. n = 1, k = 1, A = (1, 1), Gx1,x2(
1
2z ,

1
2z) � ìîäèôèöèðîâàííûå

ôóíêöèè Áåññåëÿ Ix1−x2(z)
2. n > 1, k = 1, A = (1, 1, . . . , 1), Gx1,x2,...,xn+1(z) � îáîáùåííûå
öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè (ôóíêöèè Ëþñòåðíèêà Ë.À.)
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Ïðèìåðû.

3. n = 1, k = 1, A = (1,−2), Gx(
1
2z ,

1
2z) � ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà (ñ

òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ)
4. n = 2, k = 1, A = (1, 1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû Ëàãåððà
5. n = 2, k = 1, A = (1, 1,−2), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà,
ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóýðà, òðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè
6. n = 3, k = 1, A = (1, 1,−1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû ßêîáè,
ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, ÷åòûðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè,
ãèïåðãåîìåòðèÿ
7. n = 3, k = 1, A = (1, 1,−1,−1), Gx(z) � ìíîãî÷ëåíû ßêîáè,
ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, ÷åòûðåõìåðíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè,
ãèïåðãåîìåòðèÿ
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ÔÏÁ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

Èñòî÷íèêîì àñèìïòîòèê äëÿ ÔÏÁ ñëóæàò ïðåäåëüíûå òåîðåìû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÖÏÒ ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì
àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì.
Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé
ïîëó÷àþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé:

åñëè pλ(k) = e−λ λk

k! � ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, òî èçâåñòíî,

÷òî ïðè λ ≫ 1, λ− k = o(
√
λ) îíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íîðìàëüíûì.

Ñîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòè P{ξ(t) ∈ HA
x } àïïðîêñèìèðóþòñÿ

íîðìàëüíûìè.

Äëÿ ôóíêöèé Ëþñòåðíèêà (â ò.÷. äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ

ôóíêöèé Áåññåëÿ) ìîæåò áûòü íà ýòîì ïóòè ïîëó÷åí àíàëîã

àñèìïòîòèêè Âèëåíêèíà � Öóêåðìàíà.
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Â.È. Çàëÿïèí, Ë.À. Ëþñòåðíèê Î ñèñòåìå ôóíêöèé

ïóàññîíîâñêîãî áëóæäàíèÿ // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, - 1972. - V.207,
� 1 - P.29-32

Â.È. Çàëÿïèí Îáîáùåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé //
ÄÀÍ ÑÑÑÐ, - 1972. - V.207, � 5 - P.1029-1031

Ë.À. Ëþñòåðíèê Íîâûå ðàáîòû ïî âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè

ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé // ÓÌÍ - 1978. - ò.XXXIII, âûï.
3(201) - Ñ.49-84
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Â.È. Çàëÿïèí Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä // Â êí. Ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Îáùàÿ
òîïîëîãèÿ. Òåçèñû äîêëàäîâ 4 ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
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