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Обсуждается так называемый функциональный метод локализации инвариантных
компактных множеств непрерывных динамических систем [1, 2].

Пусть непрерывная динамическая система задана системой уравнений ẋ = f(x), где
x ∈ Rn. Рассмотрим произвольную гладкую функцию ϕ, определенную в Rn. Пусть
Sϕ = {x ∈ Rn : ϕ̇(x) = 0}, где ϕ̇(x) = grad ϕ(x) · f(x) — производная функции ϕ в
силу системы. Положим ϕinf = inf

x∈Sϕ

ϕ(x), ϕsup = sup
x∈Sϕ

ϕ(x). Тогда все инвариантные ком-

пактные множества рассматриваемой динамической системы содержатся в множестве
Ωϕ = {x ∈ Rn : ϕinf ≤ ϕ(x) ≤ ϕsup} [2].

Описанный метод распространяется на задачи локализации положительно и отрица-
тельно инвариантных компактных множеств непрерывных динамических систем. Под
положительно (отрицательно) инвариантным множеством мы понимаем любое множе-
ство, которое вместе с каждой своей точкой содержит и всю положительную (отрица-
тельную) полутраекторию, начинающуюся в этой точке.

Пусть S+
ϕ = {x ∈ Rn : ϕ̇(x) ≥ 0}, S−ϕ = {x ∈ Rn : ϕ̇(x) ≤ 0}. Положим

ϕ+
inf = inf

x∈S+
ϕ

ϕ(x), ϕ+
sup = sup

x∈S+
ϕ

ϕ(x), ϕ−inf = inf
x∈S−ϕ

ϕ(x), ϕ−sup = sup
x∈S−ϕ

ϕ(x).

Тогда любое положительно инвариантное компактное множество содержится в мно-
жестве Ωr

ϕ = {x ∈ Rn : ϕ+
inf ≤ ϕ(x) ≤ ϕ−sup}, а любое отрицательно инвариантное

компактное множество содержится в множестве Ωl
ϕ = {x ∈ Rn : ϕ−inf ≤ ϕ(x) ≤ ϕ+

sup}.
Решение задач поиска экстремумов, как правило, связано со сложными аналитически-

ми вычислениями, для выполнения которых можно применять системы компьютерной
алгебры. В некоторых случаях полезны и методы нелинейного программирования.
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