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В статье приведены результаты численного моделирования 
патологических процессов, происходящих в мозге человека 
вследствие ударной нагрузки, с помощью методов механики 
сплошных сред. Сформулирована двумерная модель, качествен-
но описывающая динамику напряжений и деформаций. Рас-
смотрены некоторые вопросы применения конечно-разностных 
методов на треугольных неструктурированных сетках приме-
нительно к данной задаче.  

 
Введение 
Моделирование механических аспектов черепно-мозговой 

травмы является одной из задач бурно развивающейся сегодня 
области применения математических методов в медицине и 
биомеханике, в том числе применения методов механики жид-
костей, газов и деформируемого твердого тела для описания 
процессов, происходящих в теле человека. Интерес к подобным 
задачам обусловлен принципиальными трудностями в поста-
новке эксперимента в данной области, а также большой сложно-
стью явлений, затрудняющей теоретические исследования. 

Постановка задачи 
В данной работе ставится задача исследовать на качествен-

ном уровне процессы, происходящие в системе череп-мозг при 
черепно-мозговой травме, с механической точки зрения. При 
этом повреждения биологических тканей рассматриваются как 
разрушения в сплошной среде, моделирующей их поведение. 
Сопоставляя пространственное распределение механических 
нагрузок того или иного типа с фактическими повреждениями, 
полученными при данном воздействии, можно выявить крите-
рии повреждаемости тканей мозга и связать их с нагрузками 



Агапов П. И. — МКО —  2005, ч. 2, стр. 624 – 625 
Agapov P. — MCE —  2005, vol. 2, p. 624 – 625 

 

625 

определенного типа (сдвиговые/растягивающие напряжения, 
линейные/угловые ускорения). 

Основные трудности, возникающие в большинстве совре-
менных МКЭ моделей ударных воздействий на черепно-
мозговой отдел человека, возникают в связи с высокой чувстви-
тельностью результата к аккуратному моделированию контакт-
ных взаимодействий черепа и мозга, а также к учету различных 
структурных неоднородностей в мозге. Это дает основание по-
лагать, что применение иных классов численных методов может 
служить эффективным средством повышения точности сущест-
вующих моделей. Одним из таких классов является класс сеточ-
но-характеристических методов, известных более аккуратной 
формулировкой граничных и контактных условий, а также спо-
собностью более адекватно описывать сложные волновые кар-
тины распространения возмущений в сильно гетерогенной сре-
де. В то же время наличие сложной геометрии свидетельствует 
о необходимости обобщения и распространения существующих 
сеточно-характеристических методов на случай нерегулярных 
сеток. 

Математическая модель деформируемого твердого тела 
В данной работе использовались двумерные модели черепно-

мозгового отдела человека, построенные для сагиттального и 
трансверсального сечений.  Простейшей используемой моделью 
являлась двухкомпонентная модель (рис. 1.а). Ткани кости и 
мозга описывались однородными изотропными материалами, 
имеющими усредненные механические свойства. Внешняя на-
грузка задавалась в виде соударения системы череп-мозг с абсо-
лютно жесткой неподвижной преградой с заданной начальной 
скоростью (3 м/с). 

Известно, что большой вклад в формирование волновой кар-
тины распространения возмущений в упругой среде вносят не-
однородности. Поэтому модель (1.а) получила дальнейшее раз-
витие в виде трехкомпонентной модели, включающей, помимо 
кости и мозга, еще желудочки. 

Мембраны твердой мозговой оболочки (dura mater) оказыва-
ют сдерживающее влияние на перемещения мозга внутри че-
репной коробки. Поэтому впоследствии было принято решение 
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ввести в модель falx cerebri, вертикальную мембрану, разде-
ляющую полушария в теменной области. 

Реологические свойства биоматериалов также подвергались 
модификации. Так, реология мозгового вещества менялась от 
идеальноупругой до вязкоупругой. Кость моделировалась иде-
альноупругим материалом со средними свойствами пластинча-
той и губчатой кости. Желудочки представлялись квази-
жидкостью – вязко-упругим материалом с модулем сдвига, 
близким к нулю. 

Моделирование взаимодействия между черепом и мозгом 
является очень сложной задачей ввиду того, что в действитель-
ности мозг имеет большое количество различных по механиче-
ским свойствам (многие из которых до сих пор неизвестны) 
оболочек, складчатых структур, врастающих друг в друга, с по-
лостями, заполненными ликвором (цереброспинальной жидко-
стью). В данной работе применялся метод явного выделения 
контактного разрыва с контактными условиями, которые варьи-
ровались от полного слипания до скольжения с возможностью 
отслоения. 

Для математического моделирования волновых процессов в 
деформируемом твердом теле использовалась система динами-
ческих уравнений [3] в виде 

ijjiv σρ ∇=&  (уравнения движения), 

ijklijklij Fq += εσ &&  (реологические соотношения). (1)

Здесь ρ  — плотность среды, 
iv  — компоненты скорости 

смещения, 
ijσ , 

ijε  — компоненты тензоров напряжения и де-
формаций, 

j∇  — ковариантная производная по j-й координате, 

ijF  — добавочная правая часть. 

Вид компонент тензора 4-го порядка ijklq  определяется рео-
логией среды. Для линейно-упругого тела 

)( jkiljlikklijijklq δδδδμδλδ ++= . 
В этом соотношении, которое обобщает закон Гука, λ  и μ  — 

параметры Ляме, 
ijδ  — символ Кронекера. 
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Плотность определяется из уравнения состояния 
)/(

0
Kpeρρ = , 

где ∑−= kkp σ3
1  — давление, μλ 3

2+=K  — коэффициент все-
стороннего сжатия. 

Уравнения (0) допускают запись в матричной форме: 
fuAuAu xxt

rrrr
=++ ∂

∂
∂
∂

∂
∂

21 21
. (2)

Здесь Tvvu ),,,,,( 3322121121 σσσσ=
r  — вектор искомых функций, f

r  — 
вектор правых частей той же размерности, 

iA  — матрицы 6×6, 
явный вид которых приведен в [4], 

21, xx  — независимые про-
странственные переменные, t  — время. 
 

   
а б в 

Рис. 1. Двумерные модели черепно-мозгового отдела: а – двухкомпо-
нентная модель, б – модель с желудочками, в – модель с желудочками и 
falx cerebri 

 
Численный метод 
Для численного интегрирования гиперболической системы 

уравнений (2) был использован сеточно-характеристический 
метод [4] на четырехугольных структурированных и треуголь-
ных неструктурированных сетках. Разностная схема во внут-
ренних узлах сетки имеет вид 

)( 21
1 ddfuu nn

rrr
+++=+ τ . (3)

Здесь f
r , 

1d
r , 

2d
r  — составляющие приращения искомого вектора, 

соответствующие правой части и двум пространственным на-
правлениям. Верхний индекс соответствует шагу по времени.  
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Величины 
id
r  в формуле (3) ап-

проксимируют пространственные 
слагаемые уравнения (2) 
 

uAd
ixii
rr

∂
∂~ . 

Если умножить это выражение слева на левый собственный 
вектор ωr  матрицы 

iA , соответствующий значению λ , получим 

ud
ix

T
i

T rrrr
∂
∂ωλω ~ . 

В случае явной схемы Куранта–Изаксона–Риса [5], имеющей 
порядок ),( hO τ , на структурированной сетке величины id

r
 опре-

деляются из соотношений 

i

T
i

T

h
uud )( 1
rr

rrr −
= ±ωλω , (4)

где 1±ur  — значение в соседнем расчетном узле по данному на-
правлению в зависимости от знака λ  (предыдущем при λ > 0 и 
следующем при λ < 0). Система уравнений (4) для различных 
ωr  и λ  используется для определения id

r
. 

Трудности с построением разностных схем на неструктури-
рованных сетках связаны с тем, что у расчетного узла в такой 
сетке не имеется фиксированных соседей по координатным на-
правлениям. Для аппроксимации пространственных производ-
ных используются значения в произвольно расположенных со-
седних узлах. С каждым расчетным узлом связан набор тре-
угольников, содержащих его в качестве вершины, которые мож-
но рассматривать как «неструктурированный шаблон». В дан-
ной работе реализован метод, позволивший производить расчет 
на неструктурированном шаблоне с использованием описанных 

 
 
 

Рис. 2. Реконструкция 
структурированного шаб-
лона на треугольной сетке 
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выше разностных схем для структурированных шаблонов. 
Можно заметить, что двумерный пятиточечный шаблон, харак-
терный для всех приведенных схем, сводится к заданию линей-
ной аппроксимации сеточной функции (ее градиента) вдоль че-
тырех координатных направлений. Поэтому для применения 
«структурированных» схем к неструктурированному шаблону 
достаточно вычислить градиенты с помощью линейной интер-
поляции по трем точкам внутри треугольников, содержащих 
соответствующие направления (рис. 2; на рисунке цифрами обо-
значены точки «виртуального» пятиточечного шаблона). 

В настоящей работе для расчета внутренних узлов наряду с 
монотонной схемой первого порядка (4) использованы гибрид-
ная и гибридизированная схемы [5], сочетающие достоинства 
схем первого (отсутствие нефизичных осцилляций) и второго 
(меньшее размазывание фронта возмущений) порядка. Гибриди-
зированная схема является линейной комбинацией схем первого 
и второго порядка, коэффициенты которой постоянны и опреде-
ляются экспериментально, в то время как в гибридной схеме 
переключение между первым и вторым порядком происходит 
локально в зависимости от свойств решения. 

Реализованная программная архитектура допускает взаимо-
действие нескольких криволинейных тел с выделением и акку-
ратным расчетом контактных границ. Техника расчета гранич-
ных узлов, а также узлов, участвующих в расчете контактных 
разрывов на границе соприкасающихся физических тел, под-
робно описана в [6]. 

Структурированные расчетные сетки (рис. 3-а) были по-
строены с использованием идей, изложенных в [7]. Для ускоре-
ния сходимости соответствующих процессов минимизации был 
разработан алгоритм построения начального приближения по 
заданным криволинейным границам области Треугольные сетки 
(рис. 3-б,в) были построены с помощью программы triangle (ав-
тор Jonathan Richard Shewchuk).  
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а б в 
Рис. 3. Расчетные сетки: а – двухкомпонентная модель, б – модель с 
желудочками, в – модель с мембраной 

 
Результаты расчетов 
На рис. 4 представлены некоторые результаты расчетов. 

Изображены изолинии давления для удара со скоростью 1 м/c  в 
пределах ± 0.1 атм. Для верификации критериев повреждения 
мозга по каждому проведенному расчету строилось агрегиро-
ванное по времени распределение пиковых нагрузок, в котором 
для каждой величины, ответственной за тот или иной тип раз-
рушения, в каждой точке вычислялся максимум по всему вре-
мени интегрирования.  

По результатам сравнения расчетных данных с клиниче-
скими данными по 6 пациентам, получившим черепно-мозговые 
травмы различной тяжести, значимых закономерностей выявле-
но не было. При уменьшении площади соударения (аналог уда-
ра острым предметом) наблюдается область концентрации сдви-
говых напряжений, примерно совпадающая с очагом гематомы в 
3 случаях. Зависимость между наличием повреждений в области 
противоудара и концентрацией отрицательных давлений не на-
блюдается. 
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Двухкомпонентная модель (полное слипание) 

  
1,25 мс 2,5 мс 3,75 мс 5 мс 

Модель с мембраной (свободное скольжение с отрывом) 

  
1,25 мс 2,5 мс 3,75 мс 6 мс 

Рис. 4. Изолинии давления для различных моментов времени (удар слева) 
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This article presents some results of numerical modeling of patho-
logical processes evolving in the human head due to impact loads, by 
means of methods of the continuum mechanics. A two-dimensional 
model is formulated, which describes in a qualitative way the 
stress/strain dynamics. Some aspects concerning application of fi-
nite-difference numerical methods on unstructured triangular 
meshes are discussed with respect to the given problem. 

 


